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ВИЗНАЧЕННЯ ГЕОМЕТРIЇ ЗВАРНОГОШВА ПРИ
ЗВАРЮВАННI КДЕ
Процес плавлення металу й утворення зварювальної ванни пiд впли-
вом концентрованих джерел енергiї (КДЕ) призводить до утворення дво-
фазної зони, поверхнею роздiлу якої є межа роздiлення рiдинного шару
метала, що утворюється внаслiдок теплової дiї дуги, i зони кристалiзацiї
рiдинного металу внаслiдок його охолодження. Як вiдомо, поверхня роз-
дiлу цих фаз являє собою iзотерму плавлення металу. Крiм того, вплив
тиску дуги призводить до змiшування рiдинного шару метала, у зв’язку
з чим необхiдно враховувати рух рiдинного шару.
З математичної точки зору задача тепломасоперенесення у зварюваль-
нiй ваннi належить до задач математичної фiзики iз рухомими межами,
вiдомими як крайовi задачi типу Стефана, [1].
Рiвняння руху подається у виглядi
∂ρv
∂t
+ div (ρv · v) = 2div (µS)− grad [p+ 2/3µdivv] ,
де S – тензор швидкостей деформацiї, p – тиск, v – вектор швидкостi, µ –
коефiцiєнт динамiчної в’язкостi.
Рiвняння енергiї записується у такому виглядi:
∂ [ρU ]
∂t
= div [λgradT − ρvU +Φ] +Q,
де Φ = 2µgrad
`
V 2/2
´
− µv × rotv − 2
3
µvdivv − pv – вектор розсiювання
(дисипацiї) енергiї потоку, Q – iнтенсивнiсть пiдводу тепла.
Рiвняння, доповнюються рiвнянням нерозривностi
∂ρ
∂t
+ divρv = 0.
З метою спрощення наведеної системи рiвнянь розкладемо ρ, що визна-
чається рiвнянням стану, у ряд Тейлора за степенями T i p, обмежуючись
лiнiйними членами:
ρ ≈ ρ0(1− αT + γp),
де γ i α – коефiцiєнти iзотермiчного стискання i термiчного розширення
вiдповiдно. Оскiльки змiнювання щiльностi iз-за неоднорiдностi тиску є
малi порiвняно iз змiнюваннями, що обумовленi неоднорiднiстю темпера-
тури (тобто |α(T )| ≫ |γ(p)|), маємо
∂ [(1− αT )V ]
∂t
+ div [(1−αT )V · V ] = −grad
p
ρ0
+ (1− αT )F ;
γ
∂p
∂t
− α
∂T
∂t
+ div [(1−αT )V ] = 0;
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∂
∂t
[(1− αT )U ] = div
»
λ(T )
ρ0
gradT − (1− αT )U + pv
–
+ (1− αT )vF +Π,
U = cvT + V
2/2.
У цих рiвняннях тепломiсткiсть cv, теплопровiднiсть λ i потужнiсть
теплових джерелQ вважаються заданими функцiями координат та тем-
ператури.
Межа солiдус—лiквiдус є рухома, перемiщення якої обумовлено фа-
зовими перетвореннями. Розташування межi при цьому визначається
вiдповiдно до умови, що температура на цiй межi дорiвнює температурi
фазового перетворення T. Швидкiсть перемiщення w(M) межової точки
M за напрямком нормалi n до межової поверхнi має визначатися вiдпо-
вiдно до умов
λ(M−)
∂T (M−)
∂n
− λ(M+)
∂T (M+)
∂n
+Q(M, t, T (M)) = ρqw(M),
T (M−) = T (M+) = T (M) = T.
У цих рiвняннях f(M−) – границi функцiй коли за незмiнного t точка
M(x, y, z) прямує до фази T (x, y, z) < T, f(M+) – границi тих самих фун-
кцiй, коли за незмiнного t точка M(x, y, z) прямує до фази T (x, y, z) > T, q
– теплота фазового переходу, Q – тепловий потiк, що надходить до межi
роздiлення фаз. При цьому
∂T (M±)
∂n
= gradT (M±) cos β(M±),
де β(M±) – кут мiж напрямком градiєнта температури i нормаллю до
поверхнi роздiлу фаз. Якщо температура фазового переходу на данiй межi
є стала, нормаль i градiєнт температури є колiнеарнi вектори.
Зважаючи на виключну складнiсть задачi тепломасопереносу у роз-
плавi, зробимо кiлька спрощуючих припущень щодо характеру процесiв,
якi протiкають у розплавi. Будемо розглядати осесиметричний процес
впливу електричної дуги на метал, що справджується при зварюван-
нi протяжних швiв, коли електрод спрямований по центру зазору. Це
припущення надає можливiсть зменшити кiлькiсть просторових коор-
динат до двох. Далi, оскiльки процес розглядається як осесиметричний,
залишаються двi складовi швидкостi потоку рiдинного металу (уздовж
напрямку зварювання i напрямку глибини розплаву).
Iз урахуванням викладеного математична модель, що описує темпе-
ратурне поле у зварювальнiй ваннi, може бути подана у виглядi
ρcv(T )
„
∂T
∂t
+ vsv
∂T
∂r
+ w
∂T
∂z
«
= div [λ(T )gradT ] +Q (1)
λ(T )
∂TL
∂nL
= qe
dnL
dt
˛˛˛
˛
SL
−QR; (2)
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»
∂TL
∂z
− β (TL − T0)
–
z=0
= 0; (3)
TL|SL = Te. (4)
У цiй системi рiвнянь запроваджено позначення: TL –температура рi-
динної фази; Qm – теплота плавлення; Tm, T0 – температура плавлення i
навколишнього середовища вiдповiдно; cv, λ – питома тепломiсткiсть та
теплопровiднiсть; αL = (n, z); Q – щiльнiсть потоку енергiї у зонi зварю-
вання; SL – рухома межа роздiлу фаз; QR – потiк випромiнення енергiї,
vsv – швидкiсть руху джерела енергiї; w–швидкiсть конвективного пере-
мiшування у напрямку координати z.
У системi рiвнянь враховується функцiональна залежнiсть вiд тем-
ператури коефiцiєнтiв теплопровiдностi, питомої тепломiсткостi та про-
вiдностi. Цi залежностi можна визначити або за результатами експери-
ментальних дослiджень, або за вiдповiдними таблицями, якi зв’язують
залежнiсть теплофiзичних параметрiв вiд властивостей металу i тем-
ператури. У загальному виглядi цi залежностi можна подати у виглядi
полiномiв:
λ(T ) = λ0 + λ1T + λ2T
2;
cv(T ) = cv0 + cv1T + cv2T
2;
A(T ) = A0 + A1T.
Iз урахуванням цих спiввiдношень крайова задача – це нелiнiйна кра-
йова задача iз рухомими межами. Рiвняння можна записати у виглядi
ρ0cv0
„
∂T
∂t
+ vсв
∂T
∂x
+ u
∂T
∂z
«
= λ0∆
2T +N(T ),
де N(T ) = div
ˆ`
λ1T + λ2T
2
´
gradT
˜
−
`
cv1T + cv2T
2
´ `
∂T
∂t
+ vсв
∂T
∂x
´
.
Чисельним методам розв’язання крайових задач iз рухомим межами
(задач типу Стефана) присвячена значна кiлькiсть публiкацiй. У [2] вико-
нано досить повне теоретичне дослiдження неявного рiзницевого методу,
у якому рухомий фронт роздiлу фаз вловлюється у вузол сiтки, але цей
метод дає задовiльнi результати тiльки в одновимiрному випадку. У [3]
для розв’язання одновимiрних задач типу Стефана запропонованi рiзни-
цевi схеми, що ґрунтуються на використаннi iнтегрального спiввiдноше-
ння, яке вiдображує закон збереження енергiї iз подальшим визначенням
фронту фазового переходу за методом послiдовних наближень. Чисельнi
(а тим бiльше числово-аналiтичнi) методи розв’язання багатовимiрних
крайових задач iз рухомим межами практично вiдсутнi.
Оскiльки для бiльшостi металiв температурна залежнiсть теплофiзи-
чних характеристик вiдiграє суттєву роль у розподiленнi температурного
поля у зонi розплаву поряд iз впливом конвективних членiв, необхiдно
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розв’язувати саме нелiнiйну крайову задачу тепломасоперенесення у зва-
рювальнiй ваннi.
Пошук розв’язання задач такого роду є доцiльний iз кiлькох точок
зору. По-перше, математичне моделювання задач тепломасоперенесення
надає можливiсть виконувати опосередковану оцiнку технологiчних ре-
жимiв зварювання iз урахуванням властивостей металiв на етапi моде-
лювання процесу електрозварювання. По-друге, таке моделювання на-
дає можливiсть оцiнювати геометричнi характеристики зварного шва,
який утворюється пiд впливом концентрованих джерел енергiї. Крiм
того, коректне математичне моделювання процесiв формування зварю-
вальної ванни може забезпечити синтез системи управлiння процесами
зварювання у замкненому контурi управлiння режимом зварювання. Ця
проблема є актуальна у зв’язку з тим, що iснуючi методи вимiрювання
температурних полiв у зварювальнiй ваннi не забезпечують достатньої
iнформацiї про розподiл температурного поля у ваннi, що є необхiдна
умова мiнiмiзацiї квадратичного критерiю якостi, який лежить в основi
синтезу системи оптимального управлiння процесами зварювання.
У [4] запропоновано iтерацiйний числово-аналiтичний метод розв’яза-
ння нелiнiйних крайових задач математичної фiзики.
Зважаючи на виключну складнiсть вирiшення тривимiрної нелiнiй-
ної задачi iз рухомим межами про розподiл температурного поля у зва-
рювальнiй ваннi, у данiй роботi розглядається лiнiйна крайова задача iз
рухомими межами у випадку осесиметричного джерела енергiї.
ρ0cv0
„
∂T
∂t
+ vсв
∂T
∂r
− w
∂T
∂z
«
= λ0
„
∂2T
∂r2
+
1
r
∂T
∂r
+
∂2T
∂z2
«
+Q (5)
в областi D = {0 6 r 6 R = vcvt; 0 6 z 6 h(t); 0 6 t 6 tk}.
Межовi, початковi умови та умови на поверхнi роздiлу фаз задамо у
виглядi:
T (r, z, 0) = ϕ(r, z); (6)
T (0, z, t) = 0; T (r, z, t)|r→∞ = 0; (7)»
∂T
∂z
− αT
–
z=0
= −εσ
`
T 4 − T 4sr
´
;T (r, h, t) = Tl (8)
λ
∂T
∂z
˛˛˛
˛
z=h(t)
= qρ0
dh
dt
. (9)
Оскiльки основна мета даної роботи полягає у вирiшеннi крайової за-
дачi iз рухомими межами. Тому розглядається лiнiйна крайова задача
(5)—(9).
Замiна змiнної
T (r, z, t) = e−vsv/(2a)r−w/(2a)z−Ctθ(r, z, t) (10)
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зводить цю задачу до стандартної задачi теплопровiдностi вiдносно змiн-
ної θ(r, z, t):
∂θ
∂t
= a
„
∂2θ
∂r2
+
1
r
∂θ
∂r
+
∂2θ
∂z2
«
+Q1; (11)
θ(r, z, 0) = ϕ(r, z)evsv/(2a)r+w/(2a)z;C =
v2sv
4a
−
vsv
2
1
r
+
w2
4a
; (12)
»
∂θ
∂z
−
“ w
2a
+ α
”
θ
–
z=0
= −εσevsv/(2a)r+Ct
`
T 4 − T 4sr
´
;
θ(r, h, t) = ETl; E = e
u/(2a)r+w/(2a)h+Ct; a =
λ0
cv0ρ0
; Q1 =
1
cv0ρ0
QE;
λ
∂θ
∂z
˛˛˛
˛
z=h(t)
= qρ0E
dh
dt
. (13)
Задача полягає у вiдшуканнi температурного поля у зварювальнiй
ваннi пiд впливом концентрованого джерела енергiї i визначеннi закону
руху межi роздiлу двофазної зони.
Вирiшення цiєї задачi дозволяє визначити функцiю h(t) глибини звар-
ного шва.
Внаслiдок застосування методу iнтегральних перетворень у скiнчен-
них межах за просторовими змiнними отримуємо рiвняння вiдносно фун-
кцiї θ¯n,k(t):
θ¯n,k(βn, γk, t) =
1
‖J0(βnr‖
2
1
‖Zn,k(γkz)‖
2
RZ
0
rJ0(βnr)
hZ
0
Zn,k(γkz)θ(r, z, t)drdz.
(14)
Власнi значення вiдшукуються як розв’язання рiвнянь:
J0(βR) = 0; γ cos γh+
“ w
2a
+ α
”
sin γh = 0. (15)
dθ¯
dt
+ aµ2n,kθ¯ =
„
1
λ0
pkqnQ(t) + qnTl
«
e−Ct;
θ¯n,k(0) = ϕ¯n,k.
Розв’язання цього рiвняння має вигляд:
θ¯n,k(t) = ϕ¯n,ke
−aµ2n,kt + Q¯n,k(t).
В областi оригiналiв маємо
θ(r, z, t) =
X
n,k
rJ0(βnr)
»
cos γkz +
1
γk
“ w
2a
+ α
”
sin γkz
–
Q¯nk(t); (16)
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Q¯nk(t) = qn
„
1
λ0
pkQ(t) + Tl
«"
1
C − aµ2n,k
“
e−aµ
2
n,kt − e−Ct
”#
;
qn =
1
1 + (vsv/2a)
2
h
R (J1(βnR)) +
vsv
2a
J0(βnR)
i
evsv/(2a)R;
pk =
ew/(2a)h
γ2
k
+(w/2a)2
h“
γk +
1
γk
`
w
2a
+ α
´
w
2a
”
sin γkh− α cos γkh
i
+
+ α
γ2
k
+(w/2a)2
.
Це розв’язання має задовольняти умову сполучення. Отримуємо нелi-
нiйне диференцiальне рiвняння вiдносно невiдомої функцiї h(t) у такому
виглядi:
dh
dt
= λ0
qρ0
P
n,k
rJ0(βnr)qn
ˆ`
w
2a
+ α
´
cos γkh− γk sin γkh
˜
×
×
n
ew/(2a)h
γ2
k
+(w/2a)2
h“
γk +
1
γk
`
w
2a
+ α
´
w
2a
”
sin γkh− α cos γkh
i
+ α
γ2
k
+(w/2a)2
o
×
×
n
1
C−aµ2
nk
“
e−aµ
2
nkt − e−Ct
”
+ ϕ¯nke
−aµ2nkt
o“
1
λ0
Q(t) + Tl
”
.
(17)
Апроксимуємо це рiвняння рiзницевим iз кроком τ . Маємо:
hj+1 = hj + τf0
RJ0(βnR)X
n,k
qn
h“ w
2a
+ α
”
cos γkhj − γk sin γkhj
i
×
×
n
e
w/(2a)hj
γ2
k
+(w/2a)2
h“
γk +
1
γk
`
w
2a
+ α
´
w
2a
”
sin γkhj − α cos γkhj
i
+
+ α
γ2
k
+(w/2a)2
o
×
×

1
C − aµ2nk
“
e−aµ
2
nkt − e−Ct
”
+ ϕnke
−aµ2nkt
ﬀ
. (18)
f0 = λ0/(ρ0cv0).
Отриманий алгоритм визначення глибини плавлення металу є iтера-
цiйний, оскiльки розв’язання рiвняння (15) залежить вiд функцiї h(t).
Це означає, що пiсля визначення функцiї h(t) iз рiвняння (17) треба по-
вернутися до визначення нових власних значень γk i повторити пошук
розв’язання рiвняння (17) iз новими значеннями власних значень γk.
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